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Intervalsggning




Motivation for intervaltraeer

Lad der vare givet en database over ansatte 1 en virksomhed

Ansat

» Alder
e Lon post 1 databasen

* Ansa&ttelsesdato

Antag, at vi gnsker at finde alle ansatte med en lgn i intervallet [20000, 50000]

Vi kan undersgge samtlige poster og udtage dem, hvor Ignnen ligger 1 dette interval
Men hvis databasen er stor, er denne fremgangsmade for langsom

Det samme ggr sig geldende, hvis vi gnsker at finde alle ansatte, for hvilke

Lgn € [20000, 50000] A Alder € [25, 40]




Intervalsggning

Vi kan opfatte en ansat som et punkt i et 3-dimensionalt rum

Alder: [15, 67]
Lgn: [0, 500000]
Ansattelsesdato: [1/1 1900, 1/1 2100]

T Ansattelsesdato




Ortogonal intervalsggning

Alder A
i Forespgrgsel (Lgn 20000-50000, Alder 25-40)
45 L
35 1
25
IS5+ : : : : >
0 50 100 150 200 ... Lgni 1000 kr

Vi kan opni hurtigere sggning end lineart gennemlgb ved hjelp af passende
datastrukturer

Vi vil tilstrebe O(log n + s) kgretid, hvor s er antallet af fundne elementer




1-dimensional intervalsggning ‘

Data: Punkter P = {p,, p,, .., p,} 1 1 dimension (mangde af reelle tal)
Forespgrgsel: Find alle punkter i et 1-dimensionalt interval, [x,, x,]

Datastruktur 1: Sorteret array

Algoritme:
1. Sgg efter x; og x, ved binar sggning.  Kgretid O(log n)
2. Udskriv alle punkter imellem dem. Kgretid O(s)

Samlet kgretid O(log n + s)




1-dimensional intervalsggning ‘
(fortsat)

Datastruktur 2: Balanceret binert sggetre (f.eks. et rgd-sort-tre)
De interne knuder indeholder ngglerne og bruges til at styre sggningen

Algoritme:
Benyt rekursion startende 1 roden
Nér en intern knude v mgdes ggres fglgende:
(1) hvis key(v) < x,, sa sgg rekursivt i v’s hgjre barn
(2) hvis x; <key(v) < x,, sa sgg rekursivt i begge v’s bgrn

(3) hvis key(v) > x,, sd s@gg rekursivt i v’s venstre barn H

O O




Algoritme til 1-dimensional
intervalsggning

Algorithm /DTreeRangeSearch(x,, x,, v)
Input Search keys x, and x,, and a node v of a binary search tree T

Output The elements stored in the subtree of T rooted at v, whose
keys are greater than or equal to x, and less than or equal to x,

if T.isExternal(v) then
return 0
if x, < key(v) <x, then
L < IDTreeRangeSearch(x,, x,, T leftChild(v))
R < IDTreeRangeSearch(x,, x,, T.rightChild(v))
return L U {element(v)} U R
else if key(v) <x, then
return /DTreeRangeSearch(x,, x,, T.rightChild(v))
else if x, < key(v) then
return /DTreeRangeSearch(x,, x,, T.leftChild(v))




1-dimensional intervalsggning
(Eksempel: sggning for x, = 30 og x, = 80)




Analyse

Balanceret binaert sggetree:
Pladsforbrug: O(n)
Tid for konstruktion: O(n log n)

Tid for forespgrgsel:
Vi besgger s knuder inden for intervallet
Vi besgger hgjst 24 knuder, som ikke er 1 intervallet (de stiplede knuder
pa forrige figur), hvor A er treeets hgjde
Da treet er balanceret, 4 er O(log n), er kgretiden for sggning O(log n + s)
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2-dimensional intervalsggning

Lad T vere et 1-dimensionalt intervaltra
baseret pa punkternes x-koordinater

Knyt til hver interne knude vi 7 et
I-dimensionalt trae Ty(v) , der indeholder
knuderne i undertraet for v og er ordnet efter
disses y-koordinat

S¢g 1 T, efter punkter 1 intervallet [x,, x,]
Undervejs opsamles de knuder, der tilhgrer
[x), X1 X [y, ,]

Nér algoritmen mgder en knude, v, hvor alle
knuder 1 dens undertra tilhgrer [x,, x,], sgges i
det tilknyttede hjelpetre, T (v)

Efterkommere til v i T, undersgges ikke

Ty(v)
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2-dimensional intervalsggning

Y2

Y1
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Algoritme til 2-dimensional
intervalsggning

Algorithm 2D TreeRangeSearch(x,, Xy Y15 Yo Vs 1)

Input Search keys x,, x,, y,, and y,; node v in the primary structure 7 of a
two-dimensional range tree; type ¢ of node v

Output The items in the subtree rooted at v, whose coordinates are in the
x-range [x,,x,] and in the y-range [y,.y,]

if T.isExternal(v) then
return 0
if x, <x(v) <x, then
if y, <y(v) <y, then
M « {element(v)}
else
M0
{ to be continued on next page }
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if 1= “left” then
L < 2DRangeSearch(x,, x,, ¥, y,, T.leftChild(v), “left”)
R < IDRangeSearch(y,, y,, T.rightChild(v))
else if 7= “right” then
L < IDRangeSearch(y,, y,, T.leftChild(v))
R < 2DRangeSearch(x,, x,, y,, ¥,, T.rightChild(v), “right”)
else if 7= “middle” then
L < 2DRangeSearch(x,, x,, ¥, y,, T.leftChild(v), “left”)
R < 2DRangeSearch(x,, x,, y,, ¥,, T.rightChild(v), “right”)
else { x(v) <x, vx(v) >x, |
M0
if x(v) <x, then
L0
R < 2DRangeSearch(x,, x,, y,, ¥,, T.rightChild(v), t)
else { x(v) >x, |
L < 2DRangeSearch(x,, x,, ¥, ¥,, T.leftChild(v), t)
R« 0O
return L U M U R
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Analyse
(plads)

Et 2D-intervaltre bruger O(n log n) plads

Bevis:
Et punkt, der lagres 1 7', lagres ogsa i enhver hjlpestruktur 7' (), hvor u
er en forfader til vi 7,

Der er O(log n) forfedre for hver knude, og derfor O(log n) kopier af
ethvert punkt
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Analyse
(tid)

S@gning i et 2D-intervaltra bruger O(log? n + s) tid, hvor s er antallet af fundne
punkter

Bevis:
Tidsforbruget for knuder pa de to sggeveje er O(log n)

For hver af de indvendige knuder, der er bgrn af knuder pa de to sggeveje,
besgges deres hjelpetrae

Der er O(log n) af denne type knuder, og hver sggning i et hjelpetrae bruger
O(log n) tid
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Prioritetsggetraer

Et prioritetsggetra er et tre, der er et binart sggetre med hensyn til punkternes
x-koordinat og en max-hob med hensyn punkternes y-koordinat

I et sddan tre indeholder roden (1) det punkt, der har den stgrste y-koordinat
samt (2) medianen for punkternes x-koordinater (bemark, at denne verdi ikke

behgver at vaere x-koordinaten for punktet)

Det venstre og hgjre undertre er begge prioritetstreer og representerer punkter
med x-koordinat mindre end, henholdsvis stgrre end, medianen
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Prioritetsggetraer
Konstruktion

Et priorioritetsggetrae kan konstrueres 1 O(n log n) tid

Bevis:
Punkterne sorteres fgrst 1 forhold til deres x-koordinat. Det kan ggres 1 O(n log n) tid
Medianen for punkternes x-kordinater kan bestemmes i O(1) tid
Punktet med stgrst y-koordinat kan bestemmes 1 O(n) tid
Dermed er roden bestemt, og dennes venstre og hgjre undertrae kan bestemmes pa
samme made (rekursivt, ud fra to punktmangder, der hver er cirka halvt sa stor som
den oprindelige punktmangde)
Kgretiden for konstruktion 7(n) kan derfor udtrykkes ved rekursionsligningen
T(n)=2T(n/2) + bn,
T(1)=b
Ved brug af mesters@tningen fér vi, at
T(n) er O(n log n)
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Prioritetsggetraer
Sggning

Et prioritetsggetra kan benyttes til at finde alle punkter i et omride af formen
[x), X,] X [y1,%°)

S@gningen foretages som en normal 1-dimensional intervalsggning efter
[x,, x,], men et undertra for en knude v undersgges kun, hvis y(v) = y,

S@gningen bruger O(log n + s) tid, hvor s er antallet af fundne punkter
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Prioritetintervaltrae

Hvad gor vi, hvis gnsker at sgge i et omrade af formen [x,, x,] x [y, y,]?

Benyt et prioritetintervaltrae, d.v.s. et binzrt sggetre for y-koordinaterne,
hvor der til alle interne knuder, undtagen roden, er knyttet et prioritettre

Et venstre barn har et prioritetsggetre, der ikke er opad begrenset
Et hgjre barn har et et prioritetsggetre, der ikke er nedad begraenset

Forzlderen tjener som den manglende grense ved sggningen,
sa den 3-sidede sggning er tilstrekkelig

Saégning bruger O(log n + s) tid, hvor s er antallet af fundne punkter
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A4 A4
Quad-trzeer :},wa@r%
le
ol o] ]9
Et quad-tre kan bruges til at Kol
gemme punkter i planet, saledes at ae
intervalsggning bliver let o | .
Der benyttes et 4-vejs tre, der Se =
representerer kvadranter,
delkvadranter, 0.s.v.
3

Da treets dybde athanger af 2
punkternes nerhed, kan det vere 1 ) 1/, 4
meget dybt. Sedvanligvis angives ] " ol [e
derfor en maksimal dybde, D, for > 2/ \4a 3 5
treet m| [1] [i] [ 2
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Sggning 1 quad-traeer

Ved s@gning efter punkter i et omrdde R undersgges hvert
delkvadrant, der overlapper R

Néar R omslutter et delkvadrant, opregner vi blot alle de eksterne
knuder, der er efterkommere af knuden

Nar quad-treet har begrenset dybde, D, er kgretiden for sggning
O(Dn). Hele treet traverseres 1 varste tilfelde
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k-d-traeer

Et k-d-tre er en generalisering af et folle
1D-omradetra til hgjere dimensioner .. )

Et k-d-tre er et bineart trae, hvor hver
interne knuder reprasenterer en Ce
opsplitning af punkterne i en given
dimension, og de eksterne knuder he
indeholder punkterne

(Y
°
(0)e}

To typer af k-d-treer:
Interval-baserede (opsplitning
1 forhold til den lengste side 1
rektanglet)
Punkt-baserede (opsplitning i
forhold til fordeling af punkter i
rektanglet) e gcpjfnlhakmibod
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Konstruktion af k-d-Tree

(punktbaseret)
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af k-d-Tree
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ll
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af k-d-Tree
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Konstruktion af et k-d-tre kan foretages 1 O(n log n) tid
Medianbestemmelse kan ske med Quickselect i linear tid

S@gning kan 1 verste tilfelde vere O(dn), men 1 praksis er sggning hurtig

Et k-d-tre kan benyttes til at finde nermeste nabo til et punkt:
(1) Find ved sggning efter punktet et lille rektangel, der indeholder punktet

(2) Benyt dette rektangel til en intervalsggning.
Formindsk om muligt rektanglet undervejs

Kgretiden er typisk O(log n)
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