Korteste veje




Vagtede grafer

I en vaegtet graf har enhver kant tilknyttet en numerisk verdi,
kaldet kantens vaegt

Vagte kan representere afstande, omkostninger, 0.s.v.

Eksempel:

I en flyrutegraf repraesenterer vaegten af en kant
afstanden imellem to lufthavne
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Korteste vej

Givet en vegtet graf og to knuder u og v gnsker vi at finde en ve;j
imellem u og v, der har minimal samlet vegt

Langden af en vej er summen af dens kantvagte

Anvendelser
Routing af internetpakker
Ruteplanlegning (bil/fly)

Eksempel:
Find den korteste vej imellem Honolulu og Providence




Egenskaber ved korteste vej

Egenskab 1:
En delvej af den korteste vej er selv en korteste vej

Egenskab 2:
Der findes et tre af korteste veje fra en startknude til alle andre knuder

Eksempel:
Tra af korteste veje fra Honolulu




Dijkstra’s algoritme ?‘ A ‘7

Afstanden for en knude v fra en
knude s er lengden af en korteste
vej imellem s og v

Dijkstra’s algoritme beregner
afstandene for alle knuder fra en
given startknude s

Foruds®tninger:
* grafen er sammenhangende
e kanterne er ikke-orienterede

* kantvegtene er ikke-negative

Vi lader en “sky” af knuder vokse, begyndende
med s og slutteligt dekkende alle knuder

Vi gemmer for hver knude v en etikette d(v), der
representerer afstanden for v fra s 1 den delgraf,
der bestar af skyen og dens tilstgdende knuder

Vi udvider skyen med den knude, u, uden for
skyen, som har mindst afstand, d(u)

V1 opdaterer etiketterne for de knuder uden for
skyen, der er naboer til u




Kant-relaxation

Betragt en kant e = (u,z), hvor

e u er den knude, der senest er
blevet tilfgjet skyen

e zikke eri skyen

En relaxation med kanten e opdaterer
afstanden d(z), som fglger:

d(z) < min{d(z), d(u) + weight(e)} ﬂ




Eksempel




Eksempel (fortsat)




Dijkstra’s algoritme

* En prioritetskg indeholder de
knuder, der er uden for skyen
Nggle: afstand
Element: knude

e [ ocator-baserede metoder:
insert(k,e)
returnerer en locator
replaceKey(L,k)
@ndrer ngglen for et emne

e For hver knude v gemmes to
etiketter:
afstand, d(v)
locator 1 prioritetskgen

Algorithm DijkstraDistances(G, s)
0 < new heap-based priority queue
for all v e G.vertices()
if v=s
setDistance(v, 0)
else
setDistance(v, o)
| < Q.insert(getDistance(v), v)
setLocator(v,l)
while —Q.isEmpty()
u < Q.removeMin()
for all e € G.incidentEdges(u)
{ relax edge e }
z < G.opposite(u,e)
r < getDistance(u) +weight(e)
if r <getDistance(z)
setDistance(z,r)
O.replaceKey(getLocator(z),r)




Analyse

* Grafoperationer:
Metoden kaldes en gang for hver knude

* Etiketteoperationer:
Vi satter eller henter afstands- og locator-etiketterne for en knude z
O(deg(z)) gange. Hver sadan operation tager O(1) tid

* Prioritetskgoperationer:
Hver knude indsattes en gang 1 og fjernes en gang fra prioritetskgen
Hver inds®ttelse og fjernelse tager O(log n) tid
Ngglen for en knude w 1 prioritetetskgen @ndres hgjst deg(w) gange,
hvor hver @ndring tager O(log n) tid

e Dijkstra’s algoritme kgrer i O((n + m) log n) tid, hvis grafen er representeret
ved en nabolistestruktur (husk, at Zv deg(v) =2m)

e Kgretiden kan ogsa udtrykkes som O(m log n), da grafen er sammenhangende
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Klassedeling af knuder

I algoritmen skelnes imellem 3 typer af knuder:

(1) Treeknuder (knuder 1 skyen)
(2) Randknuder (knuder, der stgder op til treknuder)
(3) Usete knuder (alle andre knuder)

Traeknuder
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Bedste-fgrst-sggning

(priority-first search)

Anvend en prioritetsk@, pg (1 stedet for en stak eller en kg)

S@t alle knuders status til UNSEEN
Leg en knude 1 pg og s&t dens status til FRINGE
Sa lenge pq ikke er tom:
Fjern den “bedste” knude, u, fra pg
St u’s status til TREE
For enhver af u’s naboknuder:
hvis UNSEEN, sé l&g den i pg og st dens
status til FRINGE,
hvis FRINGE, sa opdater dens prioritet

12




Udyvidelse

Vi kan udvide Dijkstra’s
algoritme til at returnere et tre
af korteste veje imellem
startknuden og alle andre
knuder

For hver knude gemmer vi en
tredje etikette, der indeholder
foreldrekanten i det aktuelt
korteste-vej-tre

Algorithm DijkstraShortestPaths Tree(G, s)

for all v e G.vertices()

setParent(v, Q)

for all e € G.incidentEdges(u)

{ relax edge e }

z < G.opposite(u,e)

r < getDistance(u) +weight(e)

if r <getDistance(z)
setDistance(z,r)
setParent(z,e)
O.replaceKey(getLocator(z),r)
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Hvorfor Dijkstra’s algoritme virker

Dijkstra’s algoritme er baseret pa den gradige metode
Den tilfgjer knuder efter voksende afstand (mindste-fgrst)

Antag at algoritmen ikke fandt alle
korteste afstande. Lad F vere den fgrste
forkerte knude, algoritmen behandlede

e Dengang den foregaende knude, D, pa den
rigtige korteste vej blev betragtet, var

dens afstand korrekt

e Men en relaxation med kanten (D,F) blev
foretaget pa dette tidspunkt!

e Derfor kan F’s afstand ikke vaere forkert,
sa lenge d(F) = d(D)

e Der kan altsa ikke vere nogen forkert
knude
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Hvorfor algoritmen ikke virker
for negative kantvaegte

Hvis en knude med en nabokant med negativ
vegte skulle tilfgjes sent til skyen, ville det
spolere afstandene for de knuder, der
allerede er 1 skyen

C’s korrekte afstand er 1,
men C er allerede i1 skyen med d(C)=5
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Bellman-Ford’s algoritme

Virker selv for negative vagte

Vi ma forudseatte, at kanterne er
orienterede (ellers kunne vi fa en cykel
med negativ vegt)

Iteration i finder alle korteste veje fra s,
der bruger i kanter

Kgretid: O(nm)

Kan udvides til at afslgre en cykel med
negativ vagt, hvis en sddan findes
Hvordan?

Algorithm BellmanFord(G, s)
for all v € G.vertices()

if v=gs
setDistance(v, Q)
else

setDistance(v, o)
for i < I to n-1 do

for each ¢ € G.edges()
{ relax edge e }
u < G.origin(e)
z < G.opposite(u,e)
r < getDistance(u) + weight(e)
if r < getDistance(z)

setDistance(z,r)
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Bellman-Ford eksempel

Knuder er market med deres afstand, d(v)
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DAG-baseret algoritme @ @% ?\@\‘

Virker selv for negative vagte
Bruger topologisk sortering
Bruger ingen specielle datastrukturer

Er meget hurtigere end Dijkstra’s
algoritme

Kgretid: O(n+m)

Algorithm DagDistances(G, s)
for all v e G.vertices()
if v=s
setDistance(v, 0)
else
setDistance(v, )
Perform a topological sort of the vertices
for u < 1 ton do {in topological order}
for each e € G.outEdges(u)
{ relax edge e }
z < G.opposite(u,e)
r < getDistance(u) +weight(e)
if r <getDistance(z)
setDistance(z,r)
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DAG eksempel

Knuder er market med deres afstand, d(v)

(2 iterationer)
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Alle korteste veje

Bestem den korteste vej imellem
ethvert par af knuder i en vagtet
orienteret graf G

Vi kan udfgre n kald af Dijkstra’s
algoritme (hvis der ikke er
negative kanter), hvilket tager
O(nm log n) tid

Tilsvarende ville n kald af
Bellman-Ford’s algoritme tage

O(n?m) tid

Vi kan opna O(n?) tid ved brug af
dynamisk programmering (i lighed
med Floyd-Warshall’s algoritme)

Bruger kun knuder, der er
nummeret 1, ..., k-1

Algorithm A/lPair(GG) {assumes vertices 1,....n}
for all vertex pairs (i)
if i=j
D,liji] < 0
else if (i) is an edge in G
D i j] < weight of edge (i)
else
Djlij] < + o
for k < I to n do
fori< I tondo
forj < 1 tondo
D,lijl < min{D,_,[ijl, D, lik1+D, K1}
return D,

Bruger kun knuder, der er nummeret 1, ...,k
(beregn vegten af denne kant)

&y
gy
-------------

0 Bruger kun knuder, der er
nummeret 1, ..., k-1
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Mindste udspaendende traer
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Mindste udspandende tra

Udspandende delgraf
Delgraf af en graf G, der indeholder
all G’s knuder

Udspandende trze
Udsp@ndende delgraf, der et et
(frit) trae

Mindste udspaendende trae
Udsp@ndende tre 1 en vagtet graf
med mindst mulig samlet vaegt

Anvendelser:
Kommunikationsnetvark
Transportnetvark
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Cykelegenskab

Cykelegenskab:

e Lad T vere et mindste udspandende
tre for en vegtet graf G

e [.ad e vaere en kant 1 G, som ikke er 1
T, og lad C vare den cykel, der fas
ved at tilfgje e til T

l Erstatning af f med e giver

* For enhver kant /1 C gelder da, at et bedre udsp&ndende tre

weight(f) < weight(e)

Bevis (ved modstrid):

Hvis weight(f) > weight(e), kan vi
opna et udspendende med mindre
vaegt ved at erstatte ¢ med f
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Opdelingsegenskab

Opdelingsegenskab:
» Betragt en opdeling af G’s knuder i to
delmangder U og V

e Lad e vere en kant med mindst mulig vagt,
der forbinder U og V

* Der eksister da et mindste udspandende tree,
der indeholder e

Bevis:

Erstatning af f med e giver et
l andet mindste udsp@&ndende trae

Lad T vare et mindste udspendende tre for G.

Hvis T ikke indeholder e, betragt da den cykel C, 14
der opnés ved at tilfgje e til T, og lad f vaere en 4
kant, der forbinder U og V.

Pé grund af cykelegenskaben gelder, at weight(f)

< weight(e). Men sa ma weight(f) = weight(e).

Vi kan opna et andet mindste udspa&ndende tre 3

ved at erstatte f med e
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Prim-Jarnik’s algoritme (1957)

Ligner Dijkstra’s algoritme (for en sammenh@&ngende graf)

Vi veelger en vilkarlig knude s og lader det mindste udspandende
tre vokse som en sky af knuder, startende fra s

For hver knude v lagrer vi en etikette d(v) = den mindste vagt
for de kanter, der forbinder v med en knude i skyen

I hvert trin tilfgjer vi til skyen den e u
knude u uden for skyen, der har
den mindste afstandsetikette, d(u),

R i
-

og opdaterer etiketterne for de S /

10 d(z) =20

knuder, der er naboer til u ﬂ
e Men 10 d@ =10
e /e
O——o0- %

——————————
-

~~~~~
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Prim-Jarnik’s algoritme (forsat)

En prioritetskg indeholder de
knuder, der er uden for skyen

Nggle: afstand
Element: knude

e Locator-baserede metoder:
insert(k,e)
returnerer en locator
replaceKey(Lk)
@ndrer ngglen for et emne

e For hver knude v gemmes tre
etiketter:

afstand, d(v)
locator 1 prioritetskgen
foraeldrekanten

Algorithm PrimJarnikMST(G)

0 < new heap-based priority queue
s < a vertex of G
for all v € G.vertices()
if v=s
setDistance(v, 0)
else
setDistance(v, )
setParent(v, O)
| < Q.insert(getDistance(v), v)
setLocator(v,l)
while —Q.isEmpty()
u < Q.removeMin()
for all e € G.incidentEdges(u)
z < G.opposite(u,e)
r < weight(e)
if r <getDistance(z)
setDistance(z,r)
setParent(z,e)
O.replaceKey(getLocator(z),r)
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Eksempel (fortsat)
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Analyse

* Grafoperationer:
Metoden kaldes en gang for hver knude

* Etiketteoperationer:

Vi satter eller henter afstands- og locator-etiketterne for en knude z
O(deg(z)) gange. Hver sadan operation tager O(1) tid

* Prioritetskgoperationer:
Hver knude indsattes en gang i og fjernes en gang fra prioritetskgen
Hver inds®ttelse og fjernelse tager O(log n) tid

Ngglen for en knude w 1 prioritetetskgen @ndres hgjst deg(w) gange,
hvor hver @ndring tager O(log n) tid

e Prim-Jarnik’s algoritme kgrer 1 O((n + m) log n) tid, hvis grafen er repraesenteret
ved en nabolistestruktur (husk, at 2., deg(v) =2m)

e Kgretiden kan ogsa udtrykkes som O(m log n), da grafen er sammenhangende
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Kruskal’s algoritme (1956)

* En prioritetskg indeholder
kanterne

Noggle: vegt
Element: kant

e Ved afslutningen af algoritmen
star vi tilbage med

(1) en sky, der omfatter et
mindste udspe&ndende tre

(2)et tre, T, der er det spgte
mindste udspe&ndende tre

Algorithm KruskalMST(G)
for each vertex V in G do
define a Cloud(v) of {v}
let O be a priority queue.
Insert all edges into Q using their
weights as the key
T« <2
while 7" has fewer than n-1 edges do
edge e = Q.removeMin()
Let u, v be the endpoints of e
if Cloud(v) # Cloud(u) then
Addedgeeto T
Merge Cloud(v) and Cloud(u)
return 7'

30




Datastruktur til Kruskal’s algoritme

Algoritmen vedligeholder en skov af treeer. En kant accepteres, hvis den forbinder to
forskellige treer

Vi har brug for en datastruktur, der vedligeholder en opdeling, d.v.s. en samling af
disjunkte mangder med fglgende to operationer:

find(u): returner den mangde, der indeholder u
union(u,v): erstat mengderne, som u og v tilhgrer med deres foreningsmangde
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IR
Repraesentation af en opdeling DFDED

Hver m&ngde reprasenteres ved en sekvens

Hvert element har en reference til den m&ngde, elementet tilhgrer
e Operationen find(u) tager O(1) tid og returnerer den mangde, som u er medlem af

[ operationen union(u,v), flytter vi elementer fra den mindste ma&ngde til sekvensen
for den stgrste mengde og opdaterer deres referencer

* Tiden for operationen union(u,v), er min(n,.,n, ), hvor n, og n, er stgrrelserne af
mangderne, der indeholder u og v

Hver gang et element flyttes, placeres det 1 en m@&ngde af mindst den dobbelte stgrrelse
Derfor vil et element hgjst blive flyttet log n gange




Opdelingsbaseret implementation

En opdelingsbaseret implementation af Kruskal’s algoritme udfgrer ssmmenfgjning
af skyer ved kald af union og afggrelse af mangdetilhgrsforhold ved kald af find

Algorithm Kruskal(G):
Input: A weighted graph G.
Output: An MST T for G.
Let P be a partition of the vertices of G, where each vertex forms a separate set
Let Q be a priority queue storing the edges of G, sorted by their weights
Let T be an initially-empty tree
while O is not empty do
(u,v) < Q.removeMinElement()
if P.find(u) != P.find(v) then
Add (u,y)to T
P union(u,)
return 7

Kgretid: O((n+m)log n)
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Kruskal eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel
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Eksempel

— -y,
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Eksempel

— -y,
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Eksempel
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Eksempel

..................................................................... AN
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Baruvka’s algoritme (1926)

e Ligner Kruskal’s algoritme. Baruvka’s algoritme udvider mange “skyer” pa en gang

Algorithm BaruvkaMST(G)
T <« V {just the vertices of G}
while 7 has fewer than n-1 edges do
for each connected component C in 7 do
Let edge e be the smallest-weight edge from C to another component in T
if e 1s not already in 7 then
Addedgeeto T
return 7

» Hver iteration af while-lgkken halverer antallet af sammenh@&ngende komponenter

e Kgretiden er O(m log n)
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Baruvka eksempel
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Eksempel
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