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Ordbog ADT (Dictionary)

En ordbog lagrer en samling af emner, der Metoder:

kan sgges 1 findElement(k):

Hvis ordbogen indeholder et
emne med nggle k, sa returneres

dets element. Ellers returneres det

De centrale operationer for en ordbog er specielle element NO_SUCH_KEY
sggning, indsettelse og fjernelse af emner B B

Hvert emne er et par (nggle, element)

insertltem(k, o):
Indsatter emnet (k, 0) i ordbogen

Anvendelser: removeElement(k):

Adressebog Hvis ordbogen har et emne med

ngglen k, sa fjernes det, og dets
Afbildning fra vertsnavne (f.eks. element returneres. Ellers returneres

akira.ruc.dk) til internetadresser det specielle element NO_SUCH_KEY
(f.eks. 130.225.220.8)

Kontokort-autorisering

size(), isSEmpty()
keys(), elements()




Ordnede ordbgger

Ngglerne antages at opfylde en total ordningsrelation

Nye operationer:

closestKeyBefore(k)
closestElemBefore(k)
closestKeyAfter(k)
closestElemAfter(k)

hvor k er en nggle




Binger sggning @1

Binar sggning udfgrer operationen find Element(k) pa en ordbog implementeret
ved en array-baseret sekvens, der er sorteret 1 forhold til ngglerne

I hvert skridt halveres antallet af kandidat-emner
Algoritmen terminerer efter O(log n) skridt

Eksempel: findElement(7)
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Opslagstabel S

En opslagtabel er en ordbog, der er implementeret ved hj&lp af en sorteret sekvens
Emnerne lagres 1 en array-baseret sekvens, der holdes sorteret efter ngglerne
Der benyttes et comparator-objekt til sammenligning af nggler

Effektivitet:
tager O(log n) tid ved brug af binar sggning
tager O(n) tid, da vi varste tilfelde skal parallelforskyde n—1
emner for at ggre plads til det nye emne

tager O(n) tid, da vi 1 varste tilfelde skal parallelforskyde
n—1 emner for at placere tabellens emner kompakt i tabellen

En opslagtabel er kun effektiv for sma ordbgger, eller for hvilke sggning er den mest
almindelige operation, mens inds&ttelse og sletning er sjeldne operationer (f.eks.
autorisering af kontokort)
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Bingert sggetra

Et binzert sggetrz er et binert trae, der En inorder-traversering af et binzrt spgeta
besgger knuderne i stigende orden

indeholder nggler (eller nggle-element-
par) og opfylder fglgende betingelse:

Lad u, v og w vaere tre knuder, hvor
u eriv’s venstre undertre, og w er
1 v’s hgjre undertre. Vi har, at

key(u) < key(v) < key(w)

De eksterne knuder indeholder ikke
emner




Indsaettelse

For at udfgre operationen
insertltem(k, o) sgges efter ngglen k

Antag at k ikke allerede findes i
treeet, og lad w vaere det blad, der nas
ved sggningen

Sa indsattes k i knuden w, og knuden
omdannes til en intern knude

Eksempel: indsattelse af 5




Fjernelse

For at udfgre operationen
removeElement(k) sgges efter ngglen k

Antag at k er i treet, og lad v vaere den
knude, der indeholder k

Hvis v har et blad w som barn, sa fjernes
v og w fra treet

Eksempel: fjernelse af 4




Fjernelse (fortsat)

Betragt det tilfelde, hvor ngglen k, der
skal fjernes findes i en knude v, hvis
bgrn begge er interne knuder

Find den interne knude w, som
besoges efter v in ved en
inorder-traversering

Kopier key(w) til knuden v

Fjern w og dennes venstre barn, z
(som ma vare et blad)

Eksempel: fjernelse af 3




Effektivitet

Betragt en ordbog med n emner, der er
implementeret ved hjelp af et binert
sggetre med hgjden h

Pladsforbruget er O(n)

Metoderne findElement,
insertItem og removeElement
tager O(h) tid

Hgjden h er O(n) 1 verste tilfelde, og
O(log n) 1 bedste tilfelde
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Det gennemsnitlige tilfeelde  oema --

Hvis n emner indsattes 1 tilfeldig rekkefglge 1 et fra starten tomt bineert

sggetre, vil lengden af sggevejen 1 det frembragte tre 1 gennemsnit vare
1.391og, n

I praksis er udfgrelsestiden for de tre grundoperationer O(log n) for
tilfeeldigt input. Det er dog endnu ikke blevet pavist analytisk

Elaes
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Balancerede sggetraer

Balancering er en teknik, der garanterer, at de varste tilfelde ved sggning ikke
forekommer

Ideen er at omorganisere traeet under inds@ttelse og sletning, sa det bliver fuldt
(eller nasten fuldt)

Et fuldt tree siges at vaere 1 perfekt balance. For enhver knude galder nemlig,
at antallet af knuder 1 dens venstre undertre er lig med antallet af knuder i dens
hgjre undertre

I det folgende prasenteres en rekke datastrukturer, der garanterer O(log n)
kompleksitet for sdavel sggning, inds@ttelse som sletning
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AVL-traeer

(Adelson-Velskii og Landis, 1962)

AVL-traeer er balancerede

Et AVL-tra er et binart sggetre, Eksempel pa et AVL-tre

hvor det for enhver intern knude Hgjderne er angivet ved siden af knuderne
galder, at hgjderne af dens bgrn hgjst
afviger med 1
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Hgjden af et AVL-treae

Saetning: Hgjden af et AVL-tre med n nggler er O(log n)

Bevis:
Lad n(h) betegne det minimale antal interne knuder i et AVL-tre med hgjden A
Deterletatse,atn(l)=1o0gn(2)=2

For h > 2 indeholder et AVL-tre med hgjden & og med et minimalt antal interne knuder
* roden
e et AVL-tre med hgjden h-1
e et AVL-tre med hgjden h-2

Derfor geelder n(h) = 1 + n(h-1) + n(h-2)
Da n(h-1) > n(h-2), fas n(h) > 2n(h-2), og derfor
n(h) > 4n(h-4), n(h) > 8n(h-6), ...., n(h) > 2in(h-2i)
Ved Igsning med basistilfeldet, n(1) = 1, fas n(h) > 2721
Ved at tage logaritmen pa begge sider af ulighedstegnet fas h < 2log n(h) +2
Derfor er hgjden af et AVL-tre O(log n)
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Indsaettelse i et AVL-trae

Indsettelse sker 1 et binert sggetrae
Sker altid ved at udvide en ekstern knude

Eksempel: @
(1) ()

inden indsattelse af 54 efter indsattelse
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Omstrukturering

Lad (a, b, ¢) vere en inorder-opremsning af x, y, z
Udfgr de rotationer, der skal til for at ggre b til den gverste knude af de tre knuder

(de to andre tilfzelde er
symmetriske)

tilfeelde 2: dobbelt-rotation
(en hgjre-rotation efterfulgt
af en venstre-rotation)

ubalance

tilfelde 1: enkelt-rotation
(en venstre-rotation)
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Eksempel pa indsaettelse

...balanceret

X
Z
2
78
7 781
\
N,/ (88)
—_ = \‘
Tz: I
“__ ]
I3
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Indsaettelse i AVL-trae
4 tilfeelde

Ved indsattelse 1 et af z’s undertraeer er der 4 mulige tilfelde:

1. Indsettelsen sker 1 det venstre undertrae af z’s venstre sgn.

2. Indsattelsen sker 1 det hgjre undertre af z’s venstre sgn.
3. Indsttelsen sker 1 det venstre undertra af z’s hgjre son.

4. Indsattelsen sker i det hgjre undertre af z’s hgjre son.

Tilfelde 1 og 4 er symmetriske.
Tilfeelde 2 og 3 er symmetriske.
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Tilfaelde 1

En hgjre-rotation genskaber balancen
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Tilfeelde 2

En hgjre-rotation genskaber ikke balancen
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Tilfeelde 2

(fortsat)

En venstre-hgjre-dobbeltrotation genskaber balancen
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Fjernelse fra et AVL-trae

Fjernelse starter som 1 et bin&rt sggetre
Forzlderen w til en fjernet knude og dennes forfeedre kan komme ud af balance

Eksempel:
ubalance

inden fjernelse af 32 efter fjernelse
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Omstrukturering efter fjernelse

Lad z vere den fgrste ubalancerede knude, der mgdes, nar der gas op igennem
treet fra w. Lad desuden y vere det barn af z, der har stgrst hgjde, og lad x vare
det barn af y, der har stgrst hgjde

Balancen 1 z kan genskabes (med en enkelt- eller dobbelt-rotation)
Men dermed kan balancen i en anden knude hgjere oppe 1 treet blive gdelagt
Vi forts@tter derfor pa samme made, indtil roden nas
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Koretid for AVL-traeer

Omstrukturering (rotation) tager O(1)
ved brug af et hegtet binart tre

Segning tager O(log n)
hgjden af treet er O(log n)
omstrukturering er ikke ngdvendig

Indsettelse tager O(log n)
sggningen tager O(log n)
hgjst 1 omstrukturering, som tager O(1)

Fjernelse tager O(log n)
sggningen tager O(log n)
omstrukturering op igennem treet tager O(log n)
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Flervejs-sogetraer

Et flervejs-sggetra er et ordnet tre, hvor

Hver knude har mindst 2 bgrn og indeholder d—1 negle-element-par (k;, 0,),
hvor d er antallet af bgrn

For en knude med bgrn v, v, ... v,0g ngglerne k k, ... k, | gelder
* ngglerne 1 undertraeet med rod v, er mindre end k,
* noglerne 1 undertraet med rod v, ligger imellem k;,_jog k; (i =2, ..., d—1)
* noglerne 1 undertraet med rod v, er stgrre end k,_,

Bladene indeholder ingen emner

gz/
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Flervejs-sogning
Svarer til sggning i et binert sggetra

For hver interne knude med bgrnene v, v, ... v, og ngglerne k, k, ... k.,
k=k (i=1,...,d-1): spgningen terminerer succesfuldt
k < k,: sggning fortsatter med barnet v,
k., <k<k (i=2,...,d-1): sggningen fortsette med barnet v,
k > k, ,: spgningen fortsatter med barnet v,

Hvis en ekstern knude nas, terminerer sggningen uden succes

Eksempel: sgening efter 30
pel- SOSTInS 1 24 O

2 C15 D 27 32 D

b e B & (ﬁi
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Flervejs inorder-traversering

Vi kan udvide begrebet inorder-traversering fra binare traer til flervejs-sggetreer

Emnet (k;, 0;) 1 en knude v besgges imellem de rekursive kald for de to undertreer,
der har bgrnene v; og v, ; som rod

En inorder-traversering for et flervejs-sggetre besgger ngglerne 1 stigende orden

g/ 4 \? ©

1 3 5 7 9 11 13 16 19

15 17
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(24)-trae

Et (2,4)-trae (ogsa kaldet et 2-4-trae, cller et 2-3-4-tree) er et flervejs-tre med
felgende egenskaber:

Knude-stgrrelse-egenskaben: enhver intern knude har hgjst 4 bgrn
Dybde-egenskaben: alle eksterne knuder har samme dybde

Afhengigt af antallet af bgrn, kaldes en intern knude for en 2-knude, en 3-knude
eller en 4-knude

10 15 24
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Hgjden af et (2,4)-trae
Saetning: Et (2,4)-tr& med n emner har hgjden O(log n)

Bevis:
Lad & vare hgjden af et (2,4)-tre med n emner

Da der er mindst 2 emner pa dybdeni=0, ..., h — 1 og ingen emner pa dybden A,
har vi
n>14+2+4+ .. +2-1=2kr_]

Ved at tage logaritmen pa begge sider af ulighedstegnet fas & < log(n +1)

dybde emner

0 I
1 2 —mmmmm
S W S S S
h 0 ————————- -0 -0

30




Indsaettelse

Et nyt emne (&, 0) indsattes i forelderen v til det blad, der nds ved sagning efter k

Dybde-egenskaben kan bevares, men
det kan resultere 1 overleb (knude v bliver til en 5-knude)

Eksempel: indsattelse af nggle 30 giver overlgb

10 15 24

TS (S O cmmES
i g 4w

;)235)
‘TR
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Overleob og splitning

Et overlgb ved en 5-knude v héndteres med en splitning:
Ladv, ... v, v&re v’'s bgrn og k, ... k, vaere v’s nggler
Knude v erstattes med knuderne v’ og v”, hvor
* v'er en 3-knude med nggler k, k, og bern v, v, v,
* v" er en 2-knude med nggle k, og bgrn v, v,
Ngglen k; indsettes 1 foralderen u til v (en ny rod kan blive skabt)

Overlgbet kan brede sig til forelderen u
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Analyse af indsattelse

Algorithm insertltem(k, o)

.

Vi sgger efter nagglen k for at lokalisere
indsettelsesknuden v

Lad T vare et (2.4)-tr& med n
emner

e T’s hgjde er O(log n)
* Trin 1 tager O(log n) tid, da vi
besgger O(log n) knuder

2. Vitilfgjer det ny emne (%, o) til knuden v e Trin 2 tager O(1) tid

3. while overflow(v) do

if isRoot(v) then

skab en ny tom rod over v

v « split(v)

e Trin 3 tager O(log n) tid, da
hver splitning tager O(1) tid,
og vi udfgrer O(log n) splitninger

Derfor tager indsattelse 1 et (2,4)-
tre O(log n) tid
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Fjernelse

Fjernelse af et emne reduceres til det tilfelde, hvor emnet findes 1 en knude, der
kun har blade som bgrn. I andre tilfelde erstattes emnet med dets inorder-
efterfglger (eller med dets preorder-forgaenger), og sidstn@evnte emne fjernes

Eksempel: for at slette ngglen 24 erstattes den med 27 (dens inorder-efterfglger)

28 D I?% 27 32 35
1 O o = - IfIEI
1l

10 15 27
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Underlob og fusionering

Fjernelse af et emne kan forarsage et underlgb, hvor knuden v bliver til en 1-knude,
d.v.s. en knude med et barn og ingen nggler

For at behandle underlgb betragtes to tilfelde:
Tilfzelde 1: en tilstgdende sgskende er en 2-knude

Fusionering: vi ssmmensmelter v med en tilstgdende sgskende w og flytter et emne
fra deres forelder # ned til den sammensmeltede knude v’

Efter en fusionering kan underlgbet brede sig til forelderen u

u

w v:> p'

C 10 D 257 10 14
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Underlgb og overforsel

Tilfaelde 2: en tilstgdende sgskende, w, er en 3-knude eller en 4-knude

Overfoarsel:

1. Flyt et barn af w til v
2. Flyt et emne fra w to u
3. Flyt et emne fra u til v

Efter en overfgrsel kan der ikke opsta underlgb

u
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Analyse af fjernelse

Lad T vare et (2.4)-tr& med n emner
T’s hgjde er O(log n)

Ved fjernelse

Besgges O(log n) knuder for at lokalisere den knude,
hvorfra emnet skal fjernes

Vi behandler underlgb ved en serie af O(log n) fusioner,
efterfulgt af hgjst 1 overfgrsel

Hver fusion og overfgrsel tager O(1) tid

Fjernelse af et emne fra et (2,4)-tre tager O(log n) tid

37




Fra (2,4)- til red-sort-traeer

Et red-sort-trae en en reprasentation af et (2,4)-tre ved hjelp af et binaert
tre, hvis knuder er farvet enten rgd eller sort

Et rgd-sort-tre har ligesom et (2 ,4)-tre logaritmisk effektivitet, men det er
simplere at implementere, da der kun er €n knudetype

o AR

U U U
A AR




Rad-sort-tra

(Bayer, 1972)

Et rgd-sort-trae kan ogsd defineres om et binart sggetra, der har fglgende fire
egenskaber:

Rod-egenskaben: roden er sort

Ekstern-egenskaben: ethvert blad er sort
Intern-egenskaben: alle bgrn af en rgd knude er sorte
Dybde-egenskaben: alle blade har samme sorte dybde

39




Hgjden af raed-sort-traeer

Saetning: Hgjden af et rgd-sort-tree med » emner er O(log n)

Bevis:
Hgjden af et rgd-sort-tree er hgjst 2 gange hgjden af sit tilsvarende (2 4)-tree,
som er O(log n)

Segealgoritmen for et rad-sort-trae er den samme som for et binert soge-tra
Segning 1 et red-sort-tree tager derfor O(log n) tid
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Indsaettelse

For at udfgre operationen (k, 0), udfgres en inds@ttelse som for et binert
sggetre, og den indsatte knude farves rgd, med mindre den er roden

Vi opretholder dermed rod-, ekstern- og dybde-egenskaben, men ikke
ngdvendigvis intern-egenskaben

Hvis foralderen, v, til z er sort, opretholdes ogsi intern-egenskaben, og vi er
ferdige

Ellers (v er rgd) har vi dobbelt-rgdt, hvilket kreever en omstrukturering af traeet

Eksempel, hvor inds&ttelsen af 4 giver dobbelt-rgdt:
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Afthjalpning af dobbelt-rgdt

Betragt en dobbelt-rgd-situation med barn z og foralder v, og lad w vere
sgskende til v

Tilfelde 1: w er sort Tilfelde 2: w er rod

Dobbelt-rgdt svarer til en ukorrekt Dobbelt-rgdt svarer til overlgb

representation af en 4-knude
Omfarvning: Vi udfgrer en operation

Omstrukturering: vi @ndrer 4-knude- svarende til en splitning
repre&sentationen
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Omstrukturering

En omstrukturering afhjelper barn-foraldre-dobbelt-rgdt,
nar foraeldreknuden har en sort sgskende

Det svarer til at skabe en korrekt representation af en 4-knude

Intern-egenskaben genskabes, og de gvrige egenskaber bevares
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Omstrukturering (fortsat)

Der er fire muligheder for omstrukturering athangigt af, om de dobbelt-rgde
knuder er venstre eller hgjre-bgrn
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Omfarvning

En omfarvning afhjelper bgrn-forelder-dobbelt-rgdt, nar forelder-knuden
har en rgd sgskende

Foralderen v og dens sgskende w farves sort, og bedsteforaelderen farves rgd,
medmindre den er roden

Det svarer til at udfgre en splitning af en 5-knude

Dobbelt-rgdt kan brede sig til bedsteforelderen u
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Analyse af indsattelse

Algorithm insertltem(k, o)

1. Vi sgger efter nagglen k for at
lokalisere indsattelsesknuden z

2. Vi tilfgjer det ny emne (%, 0)
til knuden z og farver knuden red

3. while doubleRed(z) do
if isBlack(sibling(parent(z))) then
7 < restructure(z)
else
7 < recolor(z)

Lad T vare et (2,4)-tre med n emner

e T’s hgjde er O(log n)

* Trin 1 tager O(log n) tid, da vi
besgger O(log n) knuder

e Trin 2 tager O(1) tid

e Trin 3 tager O(log n) tid, da vi
udfgrer O(log n) omfarvninger, som

hver tager O(1) tid, samt hgjst en
omstrukturering, som tager O(1) tid

Derfor tager indsattelse 1 et rgd-sort-
tre O(log n) tid
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Fjernelse

For at udfgre operationen (k), udferes en fjernelse som for et binert sggetrae

Lad v vare den fjernede interne knude, w den fjernede eksterne knude, og lad r
vare w’s seskende

Hvis enten v eller r var rgde, farver vi r sort, og vi er ferdige

Ellers (bade v og r var sorte) farver vi r dobbelt-sort, hvilket gdelaegger intern-
egenskaben og nedvendigger en omstrukturering

Eksempel: Fjernelse af 8 giver dobbelt-sort
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Afthjalpning af dobbelt-sort

Algoritmen til afthjelpning af dobbelt-sort knude r med s@gskende y
behandler tre tilfelde:

Tilfaelde 1: y er sort og har et rgdt barn
Der udfgres en omstrukturering (svarende til en overfgrsel), og vi
er ferdige

Tilfaelde 2: y er sort, og begge dens bern er sorte
Der udferes en omfarvning (svarende til fusionering), hvilket kan
give dobbelt-sort opad 1 treeet

Tilfaelde 3: y er rgd
Der udfgres en justering (svarende til valg af anden
reprasentation for en 3-knude), hvorved tilfelde 1 eller 2 opstar

Fjernelse fra et red-sort-traeer tager O(log n) tid
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AVL-traeer contra Red-Sort-traeer

Et rgd-sort-tre er sedvanligvis mere effektivt
Indsattelse 1 et AVL-trae krever (1 varste tilfelde) 2 gennemlgb

af en vej (ned til et blad og tilbage til roden), mens inds@ttelse i et
rgd-sort-tre kan klares med 1 gennemlgb
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Splay-traeer

50




I splay-traeer foretages rotation =
efter enhver operation

(selv efter sggning)

Ny operation: splay

flytter en knude op som rod ved hj&lp af rotationer

to splay = at forvride
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S l o . - at “x er et hgjre-venstre barnebarn” betyder, at x er et hgjre
p aylng o barn af sin forelder, som selv er et venstre barn af sin forelder

- perx’s forelder; g er p’s forelder

start med
knude x

er x et venstre-
venstre barnebarn?

Z1g-71g
hgjre-rotér om g,
hgjre-rotér om p

stop

nej

er x et hgjre-hgjre
barnebarn?

712-71Z
venstre-rotér om g,
venstre-rotér om p

er x et barn af
roden?

er x et hgjre-venstre
barnebarn?

z1g-z7ag

er x det venstre
barn af roden?

venstre-rotér om p,

ja 3 . i
hgjre-rotér om g

er x et venstre-hgjre
barnebarn?

z1g-z7ag

712
v

hgjre-rotér om venstre-rotér om hgjre-rotér om p,
roden roden venstre-rotér om g




Visualisering af
tilfaeldene




Rakkefglgen af rotationer for
Z1g-7Zig er vigtig

hgjre-rotér om g,
hgjre-rotér om p

hgjre-rotér om p,

hgjre-rotér om g
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Eksempel

Lad x = (8,N)

x er det hgjre barn af sin foralder, der
er det venstre barn af bedsteforelderen

venstre-rotér om p og hgjre-rotér om g
(zig-zag)

2.

(efter forste rotation)

.

(inden
rotation)

3.

(efter anden rotation)

x er endnu ikke rod, sa
der skal “splayes” igen
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Eksempel (fortsat)

nu er x venstre barn af roden
hgjre-rotér om roden (zig)

2.

(efter rotation)

.

(inden rotation)

x er roden, sa stop
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Definition af splay-tra

Et splay tree er et binert sggetrae, hvor hver knude “splayes”, efter at
den er tilgdet (efter en sggning eller en opdatering)

Den dybeste interne knude, der er tilgaet, bliver splayet

Splaying koster O(h), hvor h er hgjden af treet - 1 vaerste tilfelde O(n)
[ O(h) rotationer, som hver koster O(1) |
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Splay-knuder

Hvilken knude splayes efter en operation?

operation splay-knude

hvis ngglen findes i1 en knude, da denne knude

findElement hvis ngglen ikke findes, s foralderen til til den eksterne
knude, hvor sggningen stoppede

insertElement den nye knude, der indeholder det indsatte element

removeElement forelderen til den interne knude, der blev fjernet
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Eksempel pa resultatet
af splaying

Traeet behgver ikke at blive mere balanceret

Eksempel: splay (40,X)
for er dybden af det hgjeste blad 3,
og dybden af det dybeste er 7

efter er dybden af det hgjeste blad 1,
og dybden af det dybeste er 8

efter forste splay

efter andet
splay
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Amortiseret analyse af splay-traer

Kgretiden for enhver operation er proportional med den tid, der bruges pa splaying

Omkostninger: zig = 1 krone, zig-zig = 2 kroner, zig-zag = 2 kroner

Dermed bliver omkostningen for at splaye en knude, der har dybde d, lig med d kroner

Definer rank(v) som logaritmen til antallet af knuder i undertreet med rod v

Antag, at vi lagrer rank(v) kroner 1 enhver knude v i splay-treet
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Udfgrelse af en zig koster hgjst rank’(x) - rank(x):
cost = rank’(x) + rank’(y) - rank(y) - rank(x)
< rank’(x) - rank(x)

[ rank’(y) < rank(y) |
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Omkostning per zig-zig og zig-zag

Z1g-71g

—

Udfgrelse af zig-zig eller zig-zag koster hgjst 3(rank’(x) - rank(x)) - 2

Bevis: side 192 1 lerebogen

z1g-zag

—_
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Omkostning for splaying

Omkostningen for at splaye en knude x pa dybden d i et tr& med
rod r er hgjst 3(rank(r) - rank(x)) - d + 2

Bevis: Splaying af x bruger | d/2 ] deltrin:

dl?2
cost = Zcostl.
=1
dl?2
< (3(rank,(x) —rank _ (x))—2)+2
=1

= 3(rank(r) —rank,(x))—2(d/2)+2
< 3(rank(r) —rank(x))—d+2
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Effektiviteten af splay-traer

Husk, at rangen af en knude er logaritmen til dets undertras stgrrelse

Derfor er den amortiserede omkostning for enhver splay-operation
O(log n).

Splay-traeer kan faktisk tilpasse sig, sa der udfgres sggning pa ofte
forespurgte emner hurtigere end O(log n)

64




Hvad er en skipliste?

En skipliste er en m&ngde S af forskellige (nggle, element)-par 1 en rekke
af lister 8, S, ... ,$,, hvor

Hver liste S; indeholder de specielle nggler —eo and +oo

Listen §,, indeholder alle nggler 1§ 1 ikke-aftagende orden

Hver liste er en delsekvens af den forrige, d.v.s.§,28,0 ... 2§,
Listen S, indeholder kun de to specielle nggler

AP == [rod
AP = (311 frod
A= (23] 3134 [64] =
S o B2 {23261 {34H{44 {56 ea {78 —rd




Sggning

Vi sgger efter en nggle x i en skipliste saledes:
Start 1 fgrste position 1 den @gverste liste

I den aktuelle position, p, sammenlignes x med y = key(after(p))

Hvis x = y, returneres element(after(p))
Hvis x > y, sgges videre “fremad”
Hvis x <y, sgges videre “nedad”

Hvis der forsgges at ga nedad fra den nederste liste, returneres NO_SUCH_KEY

Eksempel: sggning efter 78

@

S. =
s% N

—a_

+

[l
=l

S| = 23 3] 34

S [== 12 23 26 31 34

44

56

64

78

oo
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Randomiserede algoritmer

En randomiseret algoritme udfgrer
mgntkast (d.v.s. bruger tilfeldige bit) til
at styre sin udfgrelse

Den indeholder s@tninger af typen

b < random()

if b =0 then
do A ...

else {h=1}
doB ...

Kgretiden atha@nger af mgntkastenes
udfald

Den forventede kgretid af en
randomiseret algoritme analyseres ud fra
fglgende forudsatninger:

Mgnten er “upartisk*
Mgntkastene er uathengige

Kgretiden for det verste tilfelde for en
randomiseret algoritme er ofte stor, men
sandsynligheden for, at det indtreffer, er
meget lille (det indtreffer, nar alle
mgntkast giver samme udfald)
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Indsaettelse

For at inds@tte et emne (x, 0) 1 en skipliste benyttes en randomiseret algoritme:

Vi kaster gentagne gange en mgnt, indtil vi far “plat®. Vi betegner med i det
antal gange, vi har faet “krone*

Hvis i 2 h, tilfgjes de nye lister §,_,, ..., S; ., som hver kun indeholder de to
specielle nggler

Herefter spges efter x i skiplisten, og vi bestemmer positionerne p,, p,, ..., p;
péd de emner, der har stgrst nggle mindre end x i hver af listerne S, S, ..., S;
Forj <0, ..., i indsettes (x, o) 1 listen §; efter position p;

Eksempel: indsattelse af nggle 15 med i =2

3= o0
D>
D
) == 3] oo |:> == 15 23 oo
Do
AYY =3 [23 {36 F+ Sy [—oo— 10 | 15 - 23 | 36 {40
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For at fjerne et emne med nggle x fra en skipliste benyttes fglgende fremgangsmade:

Eksempel: fjernelse af ngglen 34

S;
S,
S

Sy

Fjernelse

Sgg efter x 1 skiplisten og find positionerne p, p, , ..., p;for de emner med nggle

x, hvor position p; er i listen S;

Fjern positionerne p, p,, ..., p; fra listerne S, §, ... , S;

1

Med undtagelse af en, fjernes alle lister, der nu kun indeholder de to specielle

nggler

oo S2 —00 oo
—o 23 tool > S Ex 23 Froo
—00 12 23 ~+o00 SO —00 12 23 45 ~+o00
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Implementering

En skipliste kan implementeres ved
hjelp af quad-knuder

En quad-knude indeholder:
emnet quad-knude
hegte til knuden for
hegte til knuden efter

hegte til knuden under
hegte til knuden over

Desuden defineres de specielle nggler
MINUS_INF og PLUS_INF, og
comparator-objektet @ndres, sa det kan
handtere disse nggler
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Pladsforbrug

Pladsen, der bruges af en skipliste ath@nger af de
tilfeeldige bits, der bruges til inds&ttelses-
algoritmen.

Fglgende sandsynlighedsteoretiske fakta benyttes:

Faktum 1: Sandsynligheden for at fa i
kroner i treek ved kast med en mgnt er 1/2¢

Faktum?2: Hvis ethvert af n emner findes i
en ma&ngde med sandsynlighed p, vil det
forventede antal elementer 1 mengden
vare np

Betragt en skipliste med n emner

Ud fra faktum 1 indsattes et emne 1
listen §; med sandsynligheden 1/2¢

Ud fra faktum 2 vil den forventede
stgrrelse af listen S; vare n/2!

Det forventede antal knuder i en skipliste er

2§—n2—<2n

i=0

Derfor er det forventede pladsforbrug
for en skipliste med n emner O(n)
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Hgjde

Kgretiden for sggning og indsattelse i1 en
skipliste afhenger af hgjden A af skiplisten

Vi kan vise, at en skipliste med n elementer
har hgjde O(log n) med hgj sandsynlighed

Hertil benyttes endnu et sandsynligheds-
teoretisk faktum:

Faktum 3: Hvis enhver af n h&ndelser har
sandsynlighed p, vil sandsynligheden for

at mindst én h@&ndelse indtraeffer vere hgjst np
(summen af deres sandsynligheder)

Betragt en skipliste med n emner

Ud fra faktum 1 indsattes et emne 1 listen
S; med sandsynligheden 1/2

Ud fra faktum 3 vil sandsynligheden for at
listen S; har mindst ét emne vere hgjst n/2¢

Ved at vaelge i = 3log n fas, at sandsynligheden
for at §,,, , har mindst €t element er hgjst

n/23°¢n =p/n3 =1/n?

En skipliste med » emner har derfor en hgjde,
der hgjst er 3log » med en sandsynlighed, der
mindst er 1 —1/n?
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Effektivitet af sagning

Segetiden for en skipliste er proportional med
antallet af nedadgdende skridt, plus
antallet af fremadgdende skridt

De nedadgaende skridt er begraenset af hgjden
af skiplisten og er sdledes O(log n) med hgj
sandsynlighed

For at analysere de fremadgaende skridt
benyttes endnu et sandsynlighedsteoretisk
faktum:

Faktum 4: Det forventede antal mgntkast,
der kraeves for at sla plat, er 2

Nar der sgges fremad i en liste, vil enhver af de
nggler, der undersgges, ikke tilhgre en
hgjereliggende liste

Et fremadgaende skridt er knyttet til et
tidligere mgntkast

Ud fra faktum 4 er det forventede antal
fremadgaende skridt i hver liste lig med 2

Derfor er det forventede antal fremadgaende
skridt O(log n)

Vi kan derfor konkludere, at sggning forventes
at tage O(log n) tid

Analyse af indsattelse og fjernelse giver
tilsvarende resultater
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Treaps
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Treap

En treap er et binert sggetre, der samtidig
opfylder hobbetingelsen

Prioriteterne valges tilfeldigt

Indsettelse, spgning og fjernelse forventes at
tage O(log n) tid
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Indsaettelse

1. Velg en tilfeldig prioritet
2. Indsat 1 det normale binzre sggetre
3. Roter opad, indtil hobbetingelsen er opfyldt
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Fjernelse

1. Find elementet, der skal fjernes

2. St dets prioritet til oo
3. Roter nedad, indtil det bliver et blad

4. Fjern det

remove(9)

A&
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Implementering af en ordbog

Sammenligning af effektive implementationer

Sag Indset Fjern Noter
i dni
Hashtabel : : : 11-1gen o r.ung
forventet | forventet | forventet | e simpel at implementere

Skipliste log n log n log n e randomiseret indsa&ttelse

Treap hoj sands. | hoj sands. | hgj sands. | e simpel at implementere
(2.4)-trae log n log n log n '

Rad-sort t verste verste verste e svar at implementere

PA-SOLU® | filfelde | tilfelde | tilfeelde
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